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Ó÷åò òåïëîåìêîñòè îáðàçöà.
1. Òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ôîðìóëû (4)-(6) îñíîâíîãî òåêñòà ñïðàâåäëèâû, êîãäà òåïëîåìêîñòüþ îáðàçöà C0 ìîæíî ïðå-
íåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñòåïëîåìêîñòüþ ïðèåìíèêà. Åñëè ñ÷èòàòü C0 = 0 (òåïëî íå ïîãëîùàåòñÿ
îáðàçöîì), òî êîëè÷åñòâî òåïëà, âòåêàþùåå çà âðåìÿ dt â êàæäûé ýëåìåíòàðíûé îáúåì dV , ðàâíî
êîëè÷åñòâó òåïëà, âûòåêàþùåãî èç íåãî. Ïîýòîìó äèâåðãåíöèÿ âåêòîðà ïëîòíîñòè òåïëîâîãî ïîòîêà
~q äîëæíà â ïðåäåëàõ îáðàçöà ðàâíÿòüñÿ íóëþ.

Åñëè æå C0 6= 0, òî íåîáõîäèìî íàïèñàòü óðàâíåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà äëÿ ýëåìåíòàðíîãî îáú-
åìà. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòàðíûé îáúåì dV = dxdydz ñ öåíòðîì â òî÷êå x, y, z (ðèñ.1). ×åðåç ëåâóþ
ãðàíü â íåãî âòåêàåò çà âðåì dt êîëè÷åñòâî òåïëà, ðàâíîå qx(x − dx

2 , y, z) dydzdt, ÷åðåç ïðàâóþ -
âûòåêàåò - qx(x + dx

2 , y, z) dydzdt. Ðàçíîñòü ýòèõ êîëè÷åñòâ ðàâíà −∂qx

∂x dxdydzdt. Ðàññìàòðèâàÿ àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì äðóãèå ïàðû ãðàíåé, íàõîäèì, ÷òî îáúåì dV çà âðåìÿ dt ïîëó÷àåò êîëè÷åñòâî
òåïëà −

(
∂qx

∂x + ∂qy

∂y + ∂qz

∂z

)
dV dt = div~q dV dt. Ýòî òåïëî èäåò íà íàãðåâàíèå âåùåñòâà â äàííîì îáú-

åìå, òåìïåðàòóðà T êîòîðîãî â ðåçóëüòàòå ïîâûøàåòñÿ íà dT = −div~q dV dt
C0dV , ãäå C0 - òåïëîåìêîñòü

åäèíèöû îáúåìà âåùåñòâà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî qx = æ ∂T
∂x , · · · , ïîëó÷èì

C0
∂T

∂x
= æ

(
∂2T

∂x2
+

∂2T

∂y2
+

∂2T

∂z2

)
. (1)

Ýòî óðàâíåíèå îáû÷íî íàçûâàþò óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè (õîòÿ îíî âêëþ÷àåò òàêæå è óðàâ-
íåíèå òåïëîâîãî áàëàíñà).

Â íàøåì ñëó÷àå T çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé êîîðäèíàòû z, è óðàâíåíèå (1) óïðîùàåòñÿ:

C0
∂T

∂t
= æ

∂2T

∂z2
. (2)

Ýòî óðàâíåíèå íàäî ðåøèòü ïðè îïðåäåëåííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå äë ñëó÷àÿ èçìåðåíèÿ
òåïëîïðîâîäíîñòè (ïå÷êà ïðèåìíèêà íå âêëþ÷åíà) èìååò âèä:

(z = 0) : T (0, t) = Tí = const (3)

(z = d) : T (d, t) = Tõ;
Cõ
S

∂Tõ
∂t

= −æ
∂T (z, t)

∂z
|z=d (4)

Çäåñü Cõ - òåïëîåìêîñòü âñåãî ïðèåìíèêà, ïëîùàäü âåðõíåé (ïðèìûêàþùåé ê îáðàçöó) ïîâåðõíî-
ñòè êîòîðîãî ðàâíà S, Tí - òåìïåðàòóðà íàãðåâàòåëÿ è Tõ - òåìïåðàòóðà ïðèåìíèêà. Êðîìå òîãî
íóæíî çàäàòü íà÷àëüíîå óñëîâèå � ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0. Ôèçè-
÷åñêè ÿñíî, ÷òî çàäàíèå íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ T (z, t)1;
ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè äîêàçûâàþòñÿ â êóðñå ìàòåìåòèêè.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (2) èìååò ñëåäóþùèå ÷àñòíûå ðåøåíè

T1(z, t) = C ; T2(z, t) = D z ;

T3(z, t) = Ae−αt Sinβz ; T4(z, t) = B e−αt Cosβz , (5)
ãäå A, B, C è D � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå, à êîíñòàíòû α è β ñâÿçàíû óðàâíåíèåì

C0α = æ β2 . (6)
1Ê ïîäîáíûì äîâîäàì ñëåäóåò îòíîñèòüñ ñ èçâåñòíîé îñòîðîæíîñòüþ, ïîñêîëüêó íàïèñàííûå óðàâíåíèÿ (ìàòåìà-

òè÷åñêà ìîäåëü ÿâëåíèÿ) âñåãäà ÿâëÿþòñÿ ïðèáëèæåííûìè. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî êàêèå-òî ñâîéñòâà èçó÷àåìîé ñèñòåìû,
èñêëþ÷åííûå èç ïðèáëèæåííîãî ðàññìîòðåíèÿ, â äåéñòâèòåëüíîñòè ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà åå ïîâåäåíèå. Òîãäà åñòå-
ñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïðèáëèæåííûå óðàâíåíèÿ áóäóò èìåòü íåñêîëüêî ðåøåíèé, âûáîð ìåæäó êîòîðûìè ìîã áû
áûòü ñäåëàí ïðè áîëåå ïîëíîì ó÷åòå ðåàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû.



Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (2) ëþáàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ôóíêöèé (5) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøå-
íèåì. Ìû ïîïûòàåìñÿ ïîñòðîèòü èç ýòèõ ôóíêöèé ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì
(3) è (4) è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ

t = 0 : T (z, 0) = T0(z) , (7)
ãäå T0(z) - ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ (íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ìîæåò áûòü ëþáûì).

Ðèñ. 1:

Óñëîâèå (3) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëþáûõ t, åñëè C = Tí, B = 0. Ïðè t → ∞ ðåøåíèå äîëæíî
èìåòü âèä T (z, t) = Tõ = Tí, ïîýòîìó D = 0. Óñëîâèå (4) äàåò

Cõ
S

α Ae−αt Sinβd = +æ β Ae−αt Cosβd . (8)

Ýòî � âòîðîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå α è β. Ñîêðàùàÿ íà Ae−αt è ïîäñòàâëÿÿ α èç (6), èìååì

tgβd =
S C0

Cõβ
. (9)

Ýòî òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå óäîáíî ðåøàòü ãðàôè÷åñêè, ïîñòðîèâ ôóíêöèè y1 = tgβd è y2 =
d S C0

Cõ
1

βd â çàâèñèìîñòè îò x = βd. Ðåøåíèå íàéäåòñ êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ y1(x) è y2(x). Èç
ðèñ.2 âèäíî, ÷òî èìååòñ áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé1. Ïðè ìàëûõ S C0

Cõ
d íàèìåíüøåå ðåøåíèå

β1d áóäåò ëåæàòü â îáëàñòè ìàëûõ x, è åãî ìîæíî íàéòè, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå òàíãåíñà â ðÿä
Ìàê-Ëîðåíà

β1 d +
(β1d)3

3
+ · · · = S C0

Cõ
d

1
β1d

. (10)

Îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûì ÷ëåíîì, íàõîäèì:

β1 d '
√

S C0

Cõ
d ; α1 ' æ

dCõ
S . (11)

Îñòàëüíûå çíà÷åíèÿ βd áóäóò î÷åíü áëèçêè ê π, 2π, · · · , òî åñòü

βn ' (n− 1)π

d
; αn ' (n− 1)2π2

d2

æ
C0

(n = 2, 3, · · · ) . (12)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è â ôîðìå

T (z, t) = Tí +
∞∑

m=1

Ame−αmt Sinβmz . (13)

1Ïîäóìàéòå, ïî÷åìó ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü îáëàñòü β < 0.



Ïîñòîÿííûå Am íóæíî âûáèðàòü òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íà÷àëüíîå óñëîâèå

T0(z)− Tí =
∞∑

m=1

Am Sinβmz . (14)

Ìîäíî ïîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ôèçè÷åñêè îñóùåñòâèìàÿ ôóíêöèÿ T0(z) − Tí, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü
ïðè z = 0, ìîæåò áûòü ïðàäñòàâëåíà â âèäå òàêîãî ðÿäà. Èíà÷å ãîâîðÿ, ôóíêöèÿ (13) óäîâëåòâîðÿåò
ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåøåíèåì çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè
òåïëà â ñèñòåìå, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèÿìè (2)-(4).

2. Ïåðåõîäíûé ïðîöåññ.
Èç ðèñ.2 âèäíî, ÷òî β1d âñåãäà ìåíüøå π/2, à β2d âñåãäà áîëüøå π. Ïîýòîìó α2/α1 âñåãäà ïðå-

âûøàåò 4, à ïðè âûïîëíåíèè ïðèáëèæåíèÿ (11)
α2

α1
π2 Cõ

S 0 d
À 10 .

Ïîýòîìó âñå ÷ëåíû ñ m > 1 â (13) óáûâàþò íàìíîãî áûñòðåå ïåðâîãî ÷ëåíà, è ÷åðåç äîñòàòî÷íî
äëèòåëüíîå âðåì ïîñëå íà÷àëà îïûòà ìû ïîëó÷èì

T (z, t) = Tí + A1 e−α1t Sinβ1z ; T0 = Tí + A1 e−α1t Sinβ1t . (15)

Âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ ýòîãî êâàçèñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà áóäåò ïîðÿäêà 1/α2.

Ðèñ. 2:

3. Èçìåðåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè.
Ïðèáëèæåíèå (11) ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå ñèíóñîèäàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóð â îáðàçöå

ëèíåéíûì. Óëó÷øåííîå ïðèáëèæåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïåðåïèñûâàÿ (10) â ôîðìå

β2
1d2

(
1 +

β2
1d2

3

)
=

S C0

Cõ
d ,



è ïîäñòàâëÿÿ (11) â ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí â ñêîáêàõ. Òîãäà

β10d '
√

C0 S d

Cõ

(
1− C2

0 d2 S2

3C2õ

)
; α1 =

æ
d

(
Cõ
S + C0 d

3

) =
æ S

dCõÝÔÔ
. (16)

Îòñþäà æ = α1 d CõÝÔÔ
S , ãäå ýôôåêòèâíà òåïëîåìêîñòü ïðèåìíèêà

CõÝÔÔ = Cõ +
1
3
C0 d S .

Ýòî ïðèáëèæåíèå áóäåò õîðîøèì, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå
C0 dS

Cõ
¿ 1 , (17)

(òî÷íåå, åñëè êâàäðàò ýòîé âåëè÷èíû ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ èçìåðåíèÿ
æ). Â îáùåì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èç (6) è (9)

æ =
α1 C0

β2
1

=
α1 Cõ d

S

tgβ1 d

β1 d
. (18)

òàêèì îáðàçîì, òî÷íîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé òåïëîåìêîñòè ðàâíî Cõ = tgβ1 d
β1 d . Èçìåðÿÿ α1 =

1
Tí−Tõ

dTõ
dt ìû íàéäåì æ, åñëè CõÝÔÔ èçâåñòíî.

4. Èçìåðåíèå ýôôåêòèâíîé òåïëîåìêîñòè ïðèåìíèêà.

Ïðè èçìåðåíèè òåïëîåìêîñòè ïðèåìíèêà âêëþ÷àåòñÿ ïå÷êà íàãðåâà ïðèåìíèêà. Ñ ó÷åòîì ìîù-
íîñòè W, âûäåëÿåìîé ýòîé ïå÷êîé, ãðàíè÷íîå óñëîâèå (4) çàìåíÿåòñÿ íà

(z = d) : T (d, t) = Tõ ;
Cõ
S

∂Tõ
∂t

= −æ
∂T

∂z
+
W
S

. (19)

Îñòàëüíûå óñëîâèÿ îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè. Òàêèì îáðàçîì, â (5) ïî-ïðåæíåìó C = Tí, B = 0. Ïðè
t → ∞ äîëæíî óñòàíîâèòüñ ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð, ∂T

∂t = 0, è òîãäà (19) äàåò
D = W

æ S . Ïîýòîìó ðåøåíèå ñëåäóåò èñêàòü â âèäå

T (z, t) = Tí +
W
æS

z +
∞∑

m=1

Am e−αmt Sinβmz . (20)

Ïîäñòàíîâêà â (19) äàåò
∞∑

m=1

Am e−αmt

(
−Cõ

S
αm Sinβmd + æ βm Cosβmd

)
= 0 . (21)

Ýòî óðàâíåíèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ t, åñëè âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ ïðè ëþáîì m.
Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ïðåæíèé íàáîð αm è βm, à ôóíêöèÿ (20) ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå Am

óäîâëåòâîðÿåò ïðîèçâîëüíîìó íà÷àëüíîìó óñëîâèþ.
Ñ÷èòàÿ, ÷òî ñ ìîìåíòà íà÷àëà ýêñïåðèìåíòà ïðîøëî äîñòàòî÷íîå âðåìÿ, îòáðîñèì âñå ÷ëåíû

ñ m > 1. Äàëåå, ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò t0 òåìïåðàòóðû ñ îáåèõ ñòîðîí îáðàçöà ñðàâíÿëèñü,
Tí = Tõ. Òîãäà

A1 e−αt0 Sinβ1d = −W
æ

d . (22)

Â ýòîò æå ìîìåíò, ñîãëàñíî (19),

Cõ
S

dTõ
dt

= W − æ
(W

æ
+ A1 e−α1t0 β1 Cosβ1d

)
. (23)



Ïîäñòàâëÿÿ A1 èç (22), íàõîäèì

1
S

Cõ
tgβ1d

β1 d
· dTõ

dt
= W = CõÝÔÔ

1
S

dTõ
dt

, (24)

ãäå CõÝÔÔ èìååò â òî÷íîñòè òî æå çíà÷åíèå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ýêñïåðèìåíòå. Òàêèì îáðàçîì,
ìû ìîæåì íå çàáîòèòüñÿ î ïîïðàâêàõ íà òåïëîåìêîñòü îáðàçöà. Äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü CõÝÔÔ =
Cõ

tgβ1d
β1 d èç (24) è ïîäñòàâèòü â (18).

5. Çàäàíèå äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.
Ïðè ðåøåíèè íàøåé çàäà÷è ìû ñ÷èòàëè, ÷òî ïðèåìíèê èçãîòîâëåí èç ìàòåðèàëà ñ áåñêîíå÷íîé

òåïëîïðîâîäíîñòüþ. Ïîïðîáóéòå ðàññìîòðåòü ñàìîñòîÿòåëüíî ñëó÷àé, êîãäà ýòî ïðèáëèæåíèå íåäî-
ïóñòèìî. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøàòü äâà óðàâíåíè òåïëîïðîâîäíîñòè � â ìàòåðèàëå îáðàçöà è
ìàòåðèàëå ïðèåìíèêà. Óñëîâèå (4) çàìåíèòñÿ óñëîâèåì ðàâåíñòâà òåìïåðàòóð è òåïëîâûõ ïîòîêîâ ñ
îáåèõ ñòîðîí îò ïëîñêîñòè z = d. Íà âòîðîé ãðàíèöå ïðèåìíèêà ìîæíî ïðèíÿòü óñëîâèå òåïëîèçî-
ëÿöèè (q = 0) èëè óñëîâèå òåïëîîòäà÷è â ñðåäó ñ ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðîé TÑÐ (q ∼ T − TÑÐ).


